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平成 16 年 5 月 18 日

曲がった時空における電磁場の方程式を、場の強さではなくゲージポテンシャ
ルで記述すると、重力場との非最小相互作用項が現れてしまい等価原理が破れる
という議論がある。しかしそれは杞憂であることを解説する。

1 等価原理
時空上の微小な 2点間の距離 ds は

ds2 = gµνdxµdxν

のように書かれ、計量 gµν が一定であるような点あるいは領域は局所慣性系と呼
ばれる。一般相対論の言う等価原理 (equivalence principle)とは、一言で言うと

局所慣性系では重力の効果はなくなる

と表される。重力の効果とは何か。それは時空の歪みを表すテンソル量あるいは
スカラー量が作用することである。
等価原理の要請を満たすためには、運動方程式の中にRiemannテンソル Rµ

νρσ,

Ricciテンソル Rµν = Rρ
µρν そしてスカラー曲率 R = gµνRµν が現れてはいけない

( gµν は計量の逆行列 gµρgρν = δµ
ν )。テンソルやスカラーは座標変換に対して線

形に変換を受けるので、ある座標系で全ての成分がゼロならば、全ての座標系で
全ての成分がゼロとなる。つまり局所慣性座標系においてRiemannテンソルなど
が顔を現さないのであれば、全ての座標系で現れず、逆に、ある非慣性座標系で
Riemannテンソルなどが方程式に現れているのならば、局所慣性系においてもそ
の項は消えることはない。

2 最小結合
それではどのように重力相互作用を記述するのかというと、最小結合 (minimal

coupling)と呼ばれる指導原理に基づいて行われる。微分演算子 ∂µ = ∂/∂xµ を共
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変微分 ∇µ に置き換えるだけの操作である。共変微分はスカラー場 φ 及びベクト
ル場 Aµ に対して

∇µφ = ∂µφ , ∇µA
ν = ∂µA

ν + Γν
µρA

ρ

のように作用し、∇µA
ν は 2階のテンソル場として振舞う。Christoffel記号 Γµ

νρ

Γµ
νρ =

1

2
gµσ(∂νgρσ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ)

は、計量の 1階微分との間に

Γµ
νρ = 0 ⇐⇒ ∂σgαβ = 0

という関係があり、適当な座標変換によって局所慣性系に移ったとき、Γµ
νρ はゼロ

となり、共変微分は普通の微分となるのである。
また、共変微分は普通の微分と違い一般に非可換である。つまりベクトル場 Xµ

に対して (∇µ∇ν −∇ν∇µ)Xρ 6= 0 であり、そのお釣りの部分は

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Xρ = Rρ
σµνX

σ

のようにRiemannテンソルとして定義される。

3 曲がった時空におけるMaxwell方程式
本稿の主題である電磁場の方程式を見てみよう。局所慣性系においては

∂νF
µν = Jµ

である。Jµ は 4元電流で、Fµν は場の強さ (field strength)と呼ばれる電場と磁場
を一筆で表したものである。場の強さはゲージポテンシャル Aµ によって Fµν =

∂µAν − ∂νAµ と表され、Maxwell方程式は

Jµ = ∂ν∂
µAν − ∂ν∂

νAµ

= ∂µ(∂νA
ν) − ∂ν∂

νAµ

となり、Lorentzゲージ ∂µA
µ
L

= 0 では d’Alembert方程式となる。
さて、これを最小結合によって一般相対論的に直そう。

Fµν = ∇µAν −∇νAµ

に対して
∇νF

µν = Jµ (1)
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ゲージポテンシャルで書き直せば

Jµ = ∇ν∇µAν −∇ν∇νAµ

= gµρ(∇ν∇ρ −∇ρ∇ν)A
ν + ∇µ(∇νA

ν) −∇ν∇νAµ

= gµρRν
σνρA

σ + ∇µ(∇νA
ν) −∇ν∇νAµ

= Rµ
νAν + ∇µ(∇νA

ν) −∇ν∇νAµ (2)

となり、Ricciテンソルが顕になり、“Lorentzゲージ” ∇µA
µ
L

= 0 においては

Rµ
νAν

L
−∇ν∇νAµ

L
= Jµ (3)

となる。
さて、これらを局所慣性系に持っていったらどうであろうか。一見したところ

場の強さに関する方程式 (1)、ゲージポテンシャルに関する方程式 (2)はそれぞれ

∂νF
µν =? Jµ (4)

Rµ
νAν + ∂µ(∂νA

ν) − ∂ν∂
νAµ =? Jµ (5)

になるように思われる。場の強さに対しては重力は消えているが、ゲージポテン
シャルに対して消えていない。別の言い方をすれば、場の強さは等価原理を満た
しているが、ゲージポテンシャルは満たしていないように思われる。このような
ことがあっていいのであろうか。

4 局所慣性系
結論から言うと、(5)式は間違いなのである。局所慣性系においてChristoffel記

号はゼロであるが、その微分はゼロとは限らない。しかも局所慣性系に持ってい
かなくても、実はMaxwell方程式 (1)に計量の 2回微分、つまり曲率は入ってこな
いのである。場の強さは Γµ

νρ = Γµ
ρν より

Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ

と普通の微分で表され、Maxwell方程式には高々計量の 1階微分しか現れないの
である (ゲージポテンシャルは反変ベクトル場である)。実際に見てみよう。

Jµ = ∇νF
µν

=
1√
−g

∂ν(
√
−gF µν)

=
1√
−g

∂ν{
√
−ggµαgνβ(∂αAβ − ∂βAα)}

' ηνρ∂µ(∂νAρ) − ηµρ∂ν∂
νAρ
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ここで ' は局所慣性系でのみ成り立つ等号を意味する。また、g = det(gµν) であ
り、ηµν は 1階微分がゼロであるような計量である。こうしてゲージポテンシャル
で書いた方程式にも重力相互作用項は現れないことが分かった。
ではなぜ (2)にRicciテンソルが現れたのであろうかと言うと、簡単に言えば現

れたように見えるだけであって、Ricciテンソルによる重力の効果は他の項の重力
の効果と綺麗に相殺してしまうのである。これも確かめてみよう。まずd’Alembert

演算子の項を見ると

∇ν∇νAµ ' ηµρ∂ν∂νAρ − ηµρ(∂νΓλ
νρ)Aλ

となる。スカラー場に対する ∇µ∇µ は局所慣性系で ∂µ∂µ となるが、ベクトル場
に対してはそうはならないのである。次に発散の項を見てみよう。

∇νA
ν ' ηνρ∂νAρ (6)

∇µ∇νA
ν ' ηνρ∂µ(∂νAρ) − ηνρ(∂µΓλ

νρ)Aλ (7)

これらに含まれるChristoffel記号の項がRicciテンソルの項

Rµ
νAν ' ηµρηνλ(∂τΓ

τ
ρν − ∂ρΓ

τ
τν)Aλ

と相殺するわけである。

5 Lorentzゲージ
では “Lorentzゲージ”における式 (3)ではどうなるだろうか。実は Lorentz条件

式 ∇µAL

µ = 0 は一般には大域的に成立し得ないのである。ある点 P に着目してそ
の点を局所慣性座標で表すと、Lorentz条件式は (6)より ηνρ∂νA

L

ρ = 0であるが、一
方でその微分も (座標によらず)大域的にゼロでなければならない。これも (7)を用
いて同様に点 P に対して局所慣性座標で表すと ηνρ∂µ(∂νA

L

ρ )− ηνρ(∂µΓλ
νρ)A

L

λ = 0

つまり
ηνρ(∂µΓλ

νρ)A
L

λ = 0 (8)

を満たさなければならない。点 P は任意なので、“Lorentz条件式” ∇µAL

µ = 0 が
大域的に成立するためには曲率がゼロでなければならないことを意味するのであ
る。· · ·というのはちょっと言い過ぎで、少なくとも局所慣性座標に移ったとき、
(8)式を満たさなければならない。
ちなみにWald [1, 71頁]は Lorentzゲージで曲率が現れることが言及している
が、それ以上のことは書いていない。内山 [2, 115頁]も、(3)を導出しただけで何
も言及していない。Landau, Lifshitz [3]は初めから普通微分で書いているので、共
変 Lorentzゲージどころか曲率と結合しているかのような式も出てこない。
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