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概 要

重力の正準量子化をする際, 時間と空間をしなければならない. というわけでしてみる.

因みに本稿では捩率をゼロとして議論を進める. また, 計量の符号系に依らないように書

き下したので, 時間と空間の分解に限らず適用できる.

1 どのように分解するか
時間と 3次元空間を分離する方法は一意的ではない. 例えば光線の軌跡から定義

される同時刻面を 3次元空間と定義する方法もある. が, ここでは

gµνn
µnν = η , nν∇νn

µ = 0

を満たす時間的測地的単位ベクトル nµ に直交するように 3次元空間を定義する.

η とこの直ぐ後に導入する ζ の組 (η, ζ) の符号の取り方によって Euclid計量
(+, +), Lorentz計量 (+,−) ないし (−, +) のそれぞれに対応させることにする.

3次元空間への射影子 P ν
µ は

P ν
µ = δν

µ − ηnµn
ν

で定義される. 但し nµ = gµνn
ν である. 射影子という名の通り P ρ

µP ν
ρ = P ν

µ を満
たす. 例えば時空のベクトル Aµ は

3Aµ = P µ
ν Aν

のように 3次元空間のベクトル 3Aµ へと射影される.

3次元計量 qµν は
qµν = ζPα

µ P β
ν gαβ

のように 4次元計量を射影し, 適当な符号を付けて定義する.

3次元空間の法ベクトル nµ = gµνn
ν の共変微分 Kµν = ζ∇µnν は外部曲率と呼

ばれる. Kµν は nµ と直交し, かつ対称テンソルとなる. 対称となる理由は, 詳細は
避けるが 3次元ベクトル 3Aµ, 3Bµ の交換子 [3A, 3B]µ = 3Aν∇ν

3Bµ − 3Bν∇ν
3Aµ も

また nµ と直交することによる.
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図 1: 時間と空間の分解.

時間方向は nµ と平行とは限らないので, 時間ベクトル tµ を

tµ = Nnµ + Nµ

のように導入する (図 1). N は時間経過関数 (lapse function), Nµ は偏移ベクトル
(shift vector)と呼ばれる. Nµ は空間的ベクトル (gµνn

µN ν = 0)である. 図 1のよ
うにベクトルの和から dxµ = tµdt + 3dxµ = Nnµdt + (3dxµ + Nµdt) となり

ds2 = gµν{Nnµdt + (3dxµ + Nµdt)}{Nnνdt + (3dxν + N νdt)}
= ηN2dt2 + ζqµν(

3dxµ + Nµdt)(3dxν + N νdt)

= (ηN2 + ζqµνN
µN ν)dt2 + 2ζqµνN

µ3dxνdt + ζqµν
3dxµ3dxν

と表すことが出来る.

2 添字の上げ下げ
例えば外部曲率 Kµν を, gµν で添字を上げるときと qµν で上げるときでは,

gµνKνρ = ζqµνKνρ のように符号 ζ だけ異なってしまう. 混乱を避けるため, 本
稿では添字の上げ下げを極力行わないようにする.
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3 時間と空間の成分表示
時間ベクトルを tµ = (1, 0), 空間的ベクトルを 3Aµ = (0, Aa) となるように成分
表示しよう. すると計量は (Na = qabN

b として)

ds2 = (ηN2 + ζNaN
a)dt2 + 2ζNadxadt + ζqabdxadxb

これを成分で表すと

gµν =

(
ηN2 + ζNaN

a ζNa

ζNa ζqab

)
, gµν =

(
η 1

N2 −ηNa

N2

−ηNa

N2 ζqab + ηNaNb

N2

)

のようになる. 但し qab は qab の逆である.

3次元計量は

qµν =

(
NaN

a Na

Na qab

)
, qµν = gµαgνβqαβ =

(
0 0

0 qab

)

4次元量としての qµν は qµν の逆ではないことに注意しよう.

体積要素は逆行列の定義

g00 =
(−1)1+1

det gµν

cofactor-det g00

より √
ηζg = N

√
q

となる.
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4 3次元共変微分
次に 3次元共変微分を定義する.

3∇µAν = Pα
µ P β

ν ∇αAβ

つまり 4次元の共変微分を施した後に 3次元に射影する. このとき, 3∇ に対して 3

次元計量 qµν は定数並み 3∇ρqµν = 0 となる. また, Leibnitz則は

3∇µ(AνBρ) = (3∇µAν)
3Bρ + 3Aν(

3∇µBρ)

となる.

ベクトルの共変微分を 3次元量で記述しよう. δν
µ = P ν

µ + ηnµn
ν などを要所に挟

んで

∇µAν = ∇µ(3Aν + ηnνAn)

= (Pα
µ + ηnµn

α)(P β
ν + ηnνn

β)∇α
3Aβ + η∇µ(nνAn)

= 3∇µ
3Aν + ηnµ∇n

3Aν − ηqρσKµσnν
3Aρ

+ηζKµνAn + ηnν(
3∇µ + ηnµ∇n)An

ここで nµAµ = An, ∇n = nµ∇µ などである.

5 時間微分
時間微分は, Lie微分と呼ばれるもので定義される. これも詳細は避けるが, ベク

トル Xµ に沿った Lie微分は, スカラー φ 及びベクトル Aµ に対して

LXφ = Xµ∇µφ , LXAµ = Xν∇νA
µ − Aν∇νX

µ

となるように定義されている. これを用いて時間微分を tµ に沿った Lie微分を空
間へ射影したものとして定義しよう. すると 3次元計量の時間微分は

q̇µν = Pα
µ P β

ν Ltqαβ

= Pα
µ P β

ν tρ∇ρqαβ + 2Pα
µ P β

ν qρ(α∇β)t
ρ

= ζPα
µ P β

ν tρ∇ρ(gαβ − ηnαnβ)

+2Pα
µ P β

ν qρ(α∇β)(Nnρ + Nρ)

= 2ζNPα
µ P β

ν gρσqρ(αKβ)σ + 2Pα
µ P β

ν qρ(α∇β)N
ρ

= 2NKµν + 23∇(µNν)

丸括弧で挟まれた添字は対称化を表す. こうして外部曲率を

Kµν =
1

2N
(q̇µν − 23∇(µNν))

のように書き下すことが出来る.
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6 作用の分解
重力場の作用汎関数 Sgrav は

Sgrav = − η

16πG

∫

Ω

d4x
√

ηζg R

= − η

16πG

∫

Ω

d4x
√

ηζg (P σνP µ
ρ Rρ

σµν + 2ηnσnµRρ
σρµ)

であるが, これらを 3次元量で表そう. まず第 1項目は 4次元Riemann曲率テンソ
ルを全て 3次元に射影すれば得られる.

Pα
µ P β

ν P ρ
γ Rγ

σαβ
3Aσ = Pα

µ P β
ν P ρ

γ [∇α,∇β]3Aγ

= 2Pα
[µP

β

ν]P
ρ
γ∇α∇β

3Aγ

= 2Pα
[µP

β

ν]P
ρ
γ∇α(3∇β

3Aγ + ηnβ∇n
3Aγ − ηζnγKβσ

3Aσ)

= (3Rρ
σµν − 2ηζqρλKλ[µKν]σ)3Aσ

P σνP µ
ρ Rρ

σµν = ζqσνP µ
ρ

3Rρ
σµν − 2ηqσνP µ

ρ qρλKλ[µKν]σ

= ζ3R − 2ηK
µ

[µK
ν
ν]

3次元量の添字の上げ下げは qµν で行った. また, 角括弧で挟まれた添字は反対称
化を表す. 第 2項目は

2ηnσnµRρ
σρµ = 2ηnµ[∇ρ,∇µ]nρ

= 4ηζnµgρσ∇[ρKµ]σ

= −∇µ(2ηnµK) + 4ηK
µ

[µK
ν
ν]

但し K = Kµ
µ である. よって

Sgrav = − 1

16πG

∫

Ω

d4x N
√

q(ηζ3R + 2Kµ

[µK
ν
ν]) +

1

8πG

∫

∂Ω

d3x N
√

qK

が得られる. 第 2項目は 4次元の全微分項に由来し, 作用積分を高々1階の時間微
分で押さえるのであれば元々この項を引いておいて

Sgrav = − η

16πG

∫

Ω

d4x
√

ηζgR − 1

8πG

∫

∂Ω

d3x N
√

qK

= − 1

16πG

∫

Ω

d4x N
√

q(ηζ3R + 2Kµ

[µK
ν
ν])

とすればよい.
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